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Resumao.

A alocacdo de carteiras de investimentos de longo prazo tem sido uma das questdes
fundamentais em financas. Ao mesmo tempo temos presenciado um crescente papel dos
individuos em suas decisdes de alocagdo de recursos.

Geralmente, sob premissas realistas, o problema de alocag¢do dinamica de longo prazo
requer o uso de métodos numéricos para solugdo.

O presente artigo aplica um algoritmo genético para a solugdo do problema de
alocagdo dinamica com fluxos periddicos, como tipicamente seria o caso de um fundo de
contribuicao definida.

Sob a premissa de que o investidor toma decisdes pela maximizagdo da utilidade
esperada de sua riqueza final, o problema ¢ formulado e comparado a um caso que possui
solugdo analitica, tomado como benchmark. A solugdo por algoritmos genéticos apresentou
grande precisdo, motivando sua aplicacdo em problemas onde ndo existem solugdes analiticas
ou de dificil solugdo por outros métodos numéricos.

1. Introducao.

O problema de como alocar ativos eficientemente tem sido uma das questdes
fundamentais em Financas, ¢ o desenvolvimento da Moderna Teoria de Carteiras foi de tal
importancia para os Mercados de Capitais como hoje conhecemos, que valeu a dois
pesquisadores da area, Harry Markowitz e William Sharpe, o Prémio Nobel de Economia de
1990,

Em geral o processo de investimentos pode ser dividido em etapas. Para este trabalho
sera considerada a divisdo em duas etapas: na primeira, a partir das expectativas de retorno,
risco e correlagdes entre as classes de ativos, a alocacdo de recursos (Asset Allocation)
compreende a decisdo de que classes de ativos considerar e qual montante dedicar a cada
uma, dados os objetivos e restricdes do investidor; na etapa seguinte, ¢ implementada a
selecdo dos administradores para cada classe de ativos, ou a compra dos titulos diretamente
pelo investidor.

Este trabalho concentrara sua atengdo na primeira fase da administracdo de
investimentos, a alocac¢do de recursos, considerada a decisdo mais importante a ser tomada
pelo investidor (Sharpe,1990).

Reamer (1998) aponta as for¢as de mudanca na industria de investimentos como
Consolidation, Globalization e Retailization, esta Gltima caracterizando a crescente tendéncia
de investidores individuais ¢ familias nos Estados Unidos tomarem uma postura ativa no
direcionamento de seus recursos, incluindo ativos de aposentadoria. Reid (2000) analisando a
industria de fundos mutuos nos Estados Unidos argumenta sobre a crescente disponibilidade e
participagcdo em planos de contribui¢do definida nos anos 80 e 90, e que estes tipos de planos
colocam a responsabilidade da administracdo da poupanca de aposentadoria com o investidor
individual.

Do ponto de vista do investidor a alocagdo de recursos envolve duas riquezas distintas,
sua riqueza financeira atual e sua riqueza humana, decorrente da capacidade de gerar fluxos
financeiros futuros. Este ¢ portanto um problema de alocagdo multiperiodica, tipicamente
equacionado pela maximizagdo da utilidade esperada para a obtencdo da politica de



investimento 6tima. Sob determinadas condi¢des o problema permite solucdo analitica, e caso
estas condi¢des ndo sejam observadas sdo empregados métodos numéricos para analisar as
politicas de investimento decorrentes da especificagdo desejada.

Os algoritmos genéticos sdo uma ferramenta do campo de inteligéncia computacional,
baseados no conceito de survival of the fittest, para solu¢ao de problemas de otimizagdo em
espacos amplos com pouco entendimento (Dawid, 1999).

Neste contexto, este trabalho utiliza um algoritmo genético para solu¢do do problema
de alocagdo de recursos multiperiddica na presenga de capital humano. De forma a ter um
benchmark para avaliacdo dos resultados € avaliado um caso onde existe a solugdo analitica.

O artigo ¢ desenvolvido nas seguintes etapas: na segunda parte ¢ apresentado o
problema de alocacdo num contexto dindmico; na parte trés ¢ formulado o problema para
solugdo por algoritmos genéticos; na quarta parte ¢ implementada a solucdo e comparada com
o resultado para o qual existe solucdo analitica; e finalmente as conclusdes do trabalho.

2. A Alocacao de Carteiras num Processo Multiperiddico.

Seguindo Barberis (2000) as trés formas de formular o problema de portfélio sao:

1) Buy and Hold, no qual o individuo aloca inicialmente e ndo mais movimenta sua
carteira;
i1) Alocacao miope, quando o portfolio é restabelecido para a mesma alocagao inicial

em cada data de revisdo;
i) E finalmente, a estratégia que restabelece a alocagdo otima em cada data de
revisao (alocacao dinamica).

Este problema tem seu equacionamento pela decisao das alocacdes nos diferentes
ativos que maximizem a utilidade esperada da riqueza final do investidor (Wy). A adogdo de
funcdes com aversdo relativa a risco constante (CRRA) tem sido o padrdo nos trabalhos de
alocagdo, seja pela sua adequacdo a determinadas caracteristicas do mercado (Campbell e
Viceira, 2002), ou devido a esta funcdo apresentar resultados independentes do nivel de
riqueza.

Maximize E[UWp] p/ UMW =W/ (1-y) ; vy Z1 Power
U(Wy) = In(Wy) ;Y =1 Logaritmica

Onde: y ¢ a aversdo a risco do investidor

Esta formulagdo, que sera utilizada no trabalho, ¢ adotada em Jagannathan e
Kocherlakota (1996), Barberis (2000), e Franke, Peterson e Stapleton (2002).
Alternativamente, este problema tem sido formulado pela maximizacdo de uma funcdo de
utilidade do consumo ao longo do tempo (vide por exemplo Campbell et al., 1999 e Campbell
e Viceira, 2002).

Trabalhos de Merton e Samuelson demonstram que se os retornos sdo independentes ¢
identicamente distribuidos, um investidor com aversao relativa a risco constante que aloca seu
portfolio otimamente, deve restabelecer a mesma alocagdao na data de revisdo a despeito do
horizonte de tempo (Barberis, 2000; Franke, Peterson e Stapleton, 2002 ). Desde entdo, este
problema tem recebido uma grande atengdo em trabalhos académicos sob o tema de
diversificacao no tempo.

Para dois ativos, um ativo livre de risco cujo logaritmo dos retornos tem média rre
uma renda varidvel cujo logaritmo dos retornos tem distribuicdo com média 1, e desvio G



existe uma solugdo analitica para o problema (na auséncia de riqueza de trabalho), dada por
a=(u+0a/2)/(y *02)(Campbell e Viceira, 2002), onde a ¢ a alocagdo em renda variavel, 1 ¢
o retorno logaritmico em excesso da renda varidvel, e y € a aversdo a risco do investidor.

Quando o problema em analise ndo se enquadra nas condi¢des necessarias para a
solugdo analitica, o problema de alocagdo dindmica tipicamente envolve a otimizagdo no
ultimo periodo efetuando o caminho de volta até o inicio, de acordo com o principio de
otimizagdo de Bellman (Barberis, 2000; Franke, Peterson e Stapleton, 2002 ).

2.1 A Alocaciao com Riqueza Humana.

Quando ¢ adicionado ao problema a possibilidade de novos fluxos ao longo do tempo,
como por exemplo num processo de contribuicdo definida onde existem futuras contribui¢des
da renda de trabalho, o investidor deve escolher a cada periodo quanto alocar em renda
variavel e renda fixa, levando em consideragdo os fluxos futuros, alterando a formulagao do
problema.

A consideracao neste caso ¢ de que o individuo possui dois tipos de riqueza: a
primeira representada pela sua riqueza financeira acumulada (financial wealth=W,) ; e a
segunda pelo valor presente dos seus rendimentos futuros (human wealth=H;). A existéncia de
outras rendas que ndo so6 a financeira, como a renda do trabalho, tende a substituir a alocagao
em ativos de renda fixa na carteira do investidor (Jagannathan e Kocherlakota,1996; Campbell
e Viceira ,2002; e Franke, Peterson e Stapleton,2002).

Se os salarios nao apresentam risco, estes podem ser trazidos a valor presente pela taxa
livre de risco para determinar Hy, uma vez que sdo equivalentes a uma aplicacdo no ativo livre
de risco. Desta forma, a solugdo analitica para a alocagcdo Otima em agdes na presenca de
renda de trabalho ¢ dada por :

o= (U+072)/(y*a) * (14Hy/W,) ; [1] (Campbell e Viceira, 2002)

Assim, a fracdo da riqueza financeira de um individuo otimamente alocada em agdes
deve diminuir com o tempo. Primeiro pelo fato de que a riqueza do capital humano em
relacdo a sua riqueza total diminui a medida que a pessoa envelhece (Jagannathan e
Kocherlakota, 1996; Campbell e Viceira, 2002; Bodie, 2003). E em segundo, se trabalhadores
jovens tém mais oportunidades de alterar sua oferta de trabalho do que investidores mais
velhos, o percentual em agdes deve diminuir com a idade, na medida em que os jovens podem
aumentar sua oferta de trabalho para compensar perdas financeiras (Bodie, 2003).

Lee ¢ Hanna (1995) apuram para o mercado americano que o portfolio financeiro
médio ¢ uma parcela pequena da riqueza total, definida como riqueza financeira e riqueza
humana, o que justificaria racionalmente alocacdes em renda varidvel para individuos ndo
aposentados.

Novamente, se as condi¢cdes do problema ndo se enquadram nas necessarias para a
solugdo analitica sdo utilizadas aproximagdes numéricas para resolucdo do problema. Por
exemplo, Franke, Peterson e Stapleton (2002) empregam um processo binomial bivariado
para analisar as conseqiiéncias de incertezas na renda sobre a alocagdo otima.

Quando as dimensdes do problema a ser resolvido, ou restri¢des adicionais impostas,
tornam o problema de dificil resolucao, outras possibilidades de solugdo sdo abordadas na
literatura, como em Brandt, Goyal e Santa-Clara (2001) ou Brandt e Santa-Clara (2002).

A alternativa de solucao apresentada neste trabalho vai no mesmo caminho de Gomme
(1997) e Baglioni et al. (2000), que utilizam um processo de inteligéncia computacional para
a solucao do problema.



3. Os Algoritmos Genéticos e sua Aplicacao na Solucdo da Alocaciao Dinamica.

Os algoritmos genéticos foram desenvolvidos por Holland em 1975 como uma
ferramenta de inteligéncia c /[ lomputacional para solu¢do de problemas de otimizacdo em
espacos amplos com pouco entendimento (Dawid, 1999). Na classe de algoritmos de
otimizagdo estocdstica, os algoritmos genéticos tem sua aplicacdo em problemas cuja fungdo
objetivo ndo ¢ diferenciavel, com muitos 6timos locais, e grande niumero de parametros ou
configuracdes dos parametros (Gomme, 1997).

Usualmente o algoritmo se desenvolve a partir de uma populagdo inicial aleatdria codificada
em strings binarios, onde cada string representa uma possivel solucdo para o problema. da
string recebe um valor de fitness correspondente a sua performance em termos da funcgdo
objetivo e a seguir s3o aplicados os operadores genéticos de selegdo, crossover e mutacao de
forma a evoluir a populagdo. Dado um critério de finalizacdo, obtém-se os valores que
otimizam a fung¢do objetivo.

BEGIN
Create initial population Py
WHILE NOT stopping condition DO
Apply genetic operators to generate P, from Pt-1
Check stopping condition
END
END (Dawid, 1999)

Com o objetivo de elucidar o procedimento executado, uma sucinta descricdo dos
operadores genéticos utilizados ¢ apresentada a seguir:
Selecdo- este operador seleciona os elementos da populacdo atual a serem escolhidos para
compor uma populagdo intermediaria com base no seu fitness, determinado a partir da fung¢ao
objetivo do problema;
Crossover- com uma probabilidade estabelecida (probabilidade de Crossover), elementos da
populacdo intermediaria selecionados sdo cruzados para a formagdo de novos elementos da
préoxima populagao;
Mutacdo- com uma probabilidade estabelecida (probabilidade de mutagdo), os elementos da
populacdo intermediaria sofrem uma inversao em seus bits (0 para 1, ou 1 para 0), de forma a
introduzir diversidade na procura.

Gomme (1997) utiliza a programacgdo evolucionaria para solucdo da otimizagdo
dinamica utilizando somente o operador de mutagdo, sendo este um caso especial dos
algoritmos genéticos. A conclusdo ¢ de que, dependendo do problema, a programagao
evolucionaria permite obter uma alta precisdo e com tempo de execucdo menor de que a
iteracdo da equagdo de Bellman.

Baglioni et al. (2000) empregam algoritmos genéticos para o problema de alocagdo
multiperiédica de investidores institucionais, uma vez que este pode se tornar ndo linear
quando restri¢des diversas sdo impostas ao problemas.

Este artigo vai no mesmo sentido de Baglioni et al. (2000) e utiliza um algoritmo
genético com os operadores de selecdo, crossover e mutagdo para a solucdo do problema de
alocagdo de longo prazo na presenca de renda nao financeira.

De forma a ter um benchmark para avaliacdo dos resultados ¢ utilizada uma fun¢ao
objetivo com utilidade Power sobre a riqueza final, tornando os resultados comparaveis a
resolucdo analitica na presenga de capital humano (Hy).



Fungdo Objetivo Maximize E[ Wi/ (1-y )]
Onde Wr ¢ a riqueza ao final do periodo de capitalizacdo, e y € a aversdo a risco do
investidor.

Sdo supostos dois ativos, um ativo livre de risco e uma renda variavel, cujos
parametros serdo considerados constantes ao longo do tempo, embora seja possivel a solucao
sem esta consideracdo. Portanto, a riqueza financeira evolui de acordo com o seguinte
desenvolvimento (similar a Jagannathan e Kocherlakota,1996) :

Wi=We * (0 * (v—1) +f) + Ag parat<T
Wr=Wr * (GT_l * (V— f) +f)
Para dado Wy

Onde v e f sdo as rentabilidade da renda variavel e da renda fixa, respectivamente.

Ou seja o investidor escolhe a cada periodo de avaliagdo sua alocacdo em renda
varidvel o, de forma a maximizar a utilidade esperada da riqueza final, e conhecendo
previamente os futuros aportes na carteira A;. No ultimo periodo ndo ha aporte adicional.

De forma a ser compativel com a parametrizacdo da solucao analitica, ¢ utilizada a
arvore binomial desenvolvida em Dempsey (2002) para a evolu¢do da renda varidvel, cujo
logaritmo dos retornos (1+r) tem média, r, e desvio 0. Assim os movimentos da arvore
binomial representativa da renda variavel sdo dados por: exp(r,+0) e exp(ry-0), com 50% de
probabilidade de alta ou queda.

p50% sy exp(r+c)

exp(ry-C)

O retorno periddico esperado para a renda variavel é dado por: exp(r,+07/2)-1
(Dempsey, 2002), e a renda fixa ¢ suposta ter um retorno logaritmico constante ry.

Desta forma, a arvore final (ndo recombinante), representativa do patrimonio W; €
dada na figural, cujos valores finais t€ém a mesma probabilidade de ocorréncia.

3.1 Parametros do Algoritmo.

O detalhamento da implementagdo do algoritmo genético utilizado na solugdo do
problema de alocagdao dinamica obedece aos seguintes parametros:

Inicializagdo: a populagdo inicial ¢ composta de 100 linhas (strings), cada uma
correspondente a um conjunto de alocacdes aleatorias codificadas em valores bindrios de
tamanho 13, por periodo;

Probabilidade de Crossover=0.6;

Probabilidade de Muta¢ao=0.001;

Maximo de 100 evolugdes.

O tamanho da populagdo, e as probabilidades de crossover e mutagdo acima seguem
os parametros sugeridos em Man, Tang e Kwong (1999).



Adicionalmente, as alocacdes em renda variavel por periodo resultantes da
decodificagdo de cada string ¢ ajustada uma fung¢ao cubica.

Alocacdo(t) = ag + a; * (t) + a *(t)) + a3 * (£)
onde t é o tempo em anos até a data final

A avaliagdo para efeito de fitness é feita sobre as alocagdes apods esta suavizagdo. Este
procedimento € inspirado na utilizacdo dos algoritmos genéticos para a suavizagdo de curvas,
vide por exemplo em Pittman (2002), e de que a funcdo cubica ¢ suficiente para ajustar a
solugdo analitica com elevada precisdo, bem como o erro total (calculado como a soma dos
erros quadraticos) com esta suavizagao prévia foi inferior ao erro total sem o procedimento.
Cabe ressaltar, que caso o resultado analitico ndo fosse bem representado por uma fungao
cubica, este procedimento precisaria ser ajustado. Estes resultados s3o apresentados na
implementagao.

Figural: A arvore decorrente do processo binomial e fluxos periodicos.

/
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4. Implementacio e Resultados.

Para comparagdo dos resultados da solugdao por algoritmos genéticos com a solugdo
analitica foram utilizados os seguintes parametros:

Prazo de Investimento: 10 anos com revisao da alocagao anual;

Riqueza Inicial: $1000 ou $5000;



Contribui¢des adicionais ao final de cada ano: $100;

Aversao a risco: Y=2 ¢ y=4;

Renda Variavel (*): média (ry) = 0.1626 desvio (0) = 0.4181

Ativo livre de risco (*): média (rr) = 0.1302
(*) Dados anualizados correspondentes aos retornos ( In[1+r] ) do Ibovespa e Selic mensais
em termos reais pelo IGP-di, para o periodo de Janeiro/1996 a Dezembro/2000 (fonte:
www.ipeadata.gov.br).

O programa ¢ implementado em Matlab.

As alocacdes otimas para a solugdo analitica foram obtidas da seguinte forma:

No primeiro periodo a riqueza financeira do individuo Wy (em t=10) ¢ dada, e a
riqueza humana Hy (em t=10) ¢ calculada como o valor presente dos seus futuros fluxos, por
suposi¢do ndo arriscados. Com base nestes valores calcula-se pela formula fechada [1], as
alocacdes otimas da riqueza financeira em acdes (0p) € em renda fixa (1-0p). Em t=9 a riqueza
financeira esperada W; ¢ obtida pela aplicagdo das remunera¢do da renda fixa (exp[rg]) e a
remuneracdo esperada para a renda variavel (exp[rv+02 /2]) com as alocagdes Otimas
calculadas em t=10. A riqueza humana ¢ calculada como o valor presente dos fluxos futuros,
e novamente se aplica a féormula [1] para obter a alocagdo 6tima (0Q,), e assim sucessivamente
até o ultimo periodo (t=1), onde ndo existe mais riqueza humana, e a alocagdo ¢ calculada
pela formula sem H;.

O resultado deste procedimento para os parametros dos ativos como especificados, e
para o caso onde: W¢=$1000; salarios constantes anuais A, =$100; ¢ utilidade Power com
y=2 sdo os seguintes:

t= 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
a 0.5124 | 0.4638 | 0.4299 | 0.4053 | 0.3870 | 0.3731 | 0.3624 | 0.3541 | 0.3476 | 0.3424

A partir destas alocacdes, sdo feitas regressdes tomando a alocacdo em renda variavel
0 como termo dependente, ¢ o prazo de investimento t como termo independente. O
R’ajustado da regressio quadratica (O=ag+a *t+a,*t?) foi de 0.9895, enquanto para a
regressdo cubica o R’ajustado foi de 0.9992. Desta forma, o modelo considera duas
possibilidades de solugdo por algoritmos genéticos: na primeira as alocacdes sdo avaliadas
para efeito de fitness a partir de seus valores diretamente obtidos da populagdo em analise; na
segunda o fitness ¢ calculado tomando por base as alocagdes apos ajustadas por uma regressao
cubica.

As figuras 2 a 5 apresentam os graficos comparativos das alocagdes pela solucdo
analitica e pelo algoritmo genético. A tabela 1 apresenta a soma do erro quadratico
(erro=soma[alocagdo analitica, — alocagdo pelo algoritmo;]*) para a solugiio quando suavizada
pela fungao ctbica ou nao.

Em relacdo ao padrdo de comportamento das aloca¢des em renda variavel , visualiza-
se que estas se reduzem a medida que aumenta a aversao a risco, como esperado ( figuras 2 e
3 versus figuras 4 ¢ 5).

Na medida em que cresce a riqueza financeira W; (figuras 2 e 4 versus figuras 3 e 5),
perde importancia relativa a riqueza humana Hy, e o individuo se comporta mais proximo a
uma alocagdo constante.

o = (Wt 0/2)/ (y*d) * (14+H/W) 0O o =(U+072)/ (y*d)
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Com base nos graficos podemos verificar que os resultados sdo extremamente
proximos ao obtidos pela solu¢do analitica, motivando sua utilizagdo a problemas cujo
tratamento ndo permita uma solu¢do fechada, ou de dificil implementacdo por métodos
numéricos, como: funcdes de utilidade sem aversdo relativa a risco constante, e que portanto
dependem do nivel de riqueza; problemas que considerem imposto sobre ganhos de capital;
ou formulagdes onde também as rendas futuras sao arriscadas.

Figuras 2 a 5- Resultados Comparativos da Aloca¢do Dinamica
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As figuras 2 e 3 correspondem a aversdo a risco Y=2, e as figuras 4 ¢ 5 y=4; As figuras 2 ¢ 4 t€m como
patriménio inicial Wy= $5000, e as figuras 3 e 5 patriménio inicial W= $1000. As linhas continuas
correspondem a solucdo analitica, enquanto as pontilhadas com simbolo de quadrado correspondem a
aproximacao pelo algoritmo genético com suavizagao.

Tabela 1: Erro quadratico da solug@o por algoritmo genético, com suavizagdo cibica (*) e sem considerar a
suavizagdo (**).

Aversao a risco | Wy,=5000 | W;,=1000
g=2 (*)| 0.00046 | 0.00040

(**)| 0.02485 | 0.00116

g=4 (*)| 0.00056 | 0.00041

(**)| 0.00597 | 0.00990

5. Conclusao.

O trabalho tratou da solug¢ao do problema de alocagdo multiperiodica de um investidor

com riqueza humana e financeira, como seria o caso de um plano de contribuicdo definida.
Foi utilizado um algoritmo genético com interpolacao cubica para suavizagao das alocacdes
previamente a avaliacdo do fitness.



De forma a ter um benchmark para avaliagao dos resultados foi analisado o caso de
uma funcdo com aversdo relativa a risco constante, para o qual existe uma solucao fechada.

Os resultados obtidos pelo algoritmo se mostraram bastante proximos a solugdo
analitica, e o erro total (medido pela soma dos quadrados dos erros), se mostrou inferior ao
erro total quando a suavizacao cubica nao ¢ empregada. Cabe ressaltar que no caso em estudo
a solugdo analitica foi previamente testada pelo ajuste cubico.

Face aos bons resultados obtidos, o processo motiva sua aplicagdo a problemas cujo
tratamento ndo permita uma solug¢do analitica, ou de dificil implementagdao por métodos
numeéricos.
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