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Comportamento Cadtico em Modelos Simplificados de Cadeias Produtivas

Autoria: Julio César Bastos de Figueiredo

Resumo: Este trabalho apresenta um modelo simples, baseado na metodologia de Dinamica
de Sistemas (FORRESTER, 1961), que descreve o comportamento de uma cadeia produtiva
onde as relagdes entre o numero de competidores, os tempos de resposta para ajustes da
producdo, e a intensidade da resposta de cada empresa, levam intrinsecamente ao surgimento
de oscilagdes caodticas na oferta ¢ da demanda do mercado. Discutem-se as causas de
flutuacdes econdmicas nos mercados quando associadas ao comportamento competitivo de
grupos de empresas. Sao feitas consideracdes sobre a importancia do estudo de sistemas
dindmicos e caos aplicados a administracdo, e sdo discutidas técnicas rigorosas para
caracterizagdo de comportamento cadtico em séries temporais econdmicas. Por fim, sdo
apontadas dire¢des futuras para este trabalho.

1. Introducao.

Os setores econdmicos evoluem de forma dindmica ao longo do tempo. As relagdes entre as
empresas, 0s governos € os mercados sdo complexas e fazem com que ndo apenas a estrutura
e o comportamento dos mercados afetem o comportamento das empresas, mas também com
que, em algumas situacdes, o comportamento das empresas leve a mudangas na estrutura e no
comportamento dos mercados.

Para se estudar a influéncia dos mercados sobre o comportamento das empresas, em geral,
opta-se por uma abordagem classica derivada da microeconomia. Nela as cadeias produtivas
sdo entendidas como um conjunto de atores, basicamente empresas ¢ consumidores, que
estabelecem relagdes de troca de informacdo e produtos. Tais relacdes podem levar a um
equilibrio fixo estavel do sistema, mas também pode dar origem a oscilagdes intrinsecas e
complexas (LEE; PADMANABHAN; WHANG, 2004).

As abordagens mais apropriadas para tratar o ambiente empresarial e economico hoje em dia
sdo aquelas fundamentadas nos paradigmas sistémicos, cuja énfase estd na compreensdo da
estrutura do modelo dindmico subjacente aos processos. De modo ndo rigoroso, um modelo
dindmico pode ser definido como uma estrutura tedrica (mental, matematica, computacional,
etc.) utilizada para modelar determinados fendmenos cujos estados, ou uma descri¢dao
instantanea deles, evoluem no tempo. Pode-se atribuir as aplicacdes deste tipo de modelo as
seguintes fun¢des na administragdo: preditiva, na qual o objetivo € predizer estados futuros do
sistema a partir de observacdes do passado e do estado presente desse sistema; diagndstica, na
qual o objetivo ¢ deduzir quais dos possiveis estados passados do sistema poderiam ter
conduzido ao presente estado; e aplicativa, na qual o objetivo € prover uma teoria para os
fendmenos em questdo. Estas trés caracteristicas correspondem a necessidades basicas do
campo da administragdo no sentido de se tentar predizer, explicar, e entender os fendmenos
sociais € econdomicos.

Entende-se hoje que a economia e os processos de negdcios sdo sistemas ndo lineares em
permanente processo de auto-organizacdo, que constantemente apresentam novas
propriedades emergentes (BROCK; DECHERT, 1990; LEBARON, 1994; WILDING, 1998).
Todavia, boa parte dos modelos tedricos hoje existentes tende a considerar apenas relagdes
lineares entre os elementos econdmicos e produtivos dos mercados, desconsiderando ciclos de
realimentacdo, tempos de retardos e mesmo comportamento cadtico.

Embora muito do comportamento entre firmas tenha sido modelado com sucesso na economia
e nas escolas de estratégia empresarial utilizando a teoria dos jogos (CAMERER, 1991), estes
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modelos tendem a presumir, em geral, a emergéncia apenas de equilibrios fixos estaveis. Tais
equilibrios podem nao refletir adequadamente a dindmica dos setores econdmicos envolvidos.
Sistemas dinamicos ndo lineares, em especial aqueles que apresentam comportamento cadtico
ndo alcangam um equilibrio fixo estdvel. Qualquer aparente estabilidade fixa ¢ breve, pois ¢
sensivel a minimas perturba¢des do ambiente. Além disso, as trajetorias competitivas das
empresas sdo influenciadas pelos seus passos passados - path dependence - (ARTHUR,
1994). Essa dependéncia do caminho reforga o carater ndo linear das interagdes e compromete
ainda mais a capacidade de compreensdo e previsibilidade dos fendmenos. Muitas vezes as
empresas acreditam que determinado comportamento externo do mercado ¢ criado por
mecanismos exogenos ao setor, quando na verdade ¢ a estrutura competitiva intrinseca das
empresas ¢ que pode estar gerando instabilidades.

Este trabalho apresentarda um modelo simples, baseado na metodologia de Dindmica de
Sistemas (FORRESTER, 1961), que descreve o comportamento de uma cadeia produtiva
onde as relagdes entre o nimero de competidores, os tempos de resposta para ajustes da
produgdo, e a intensidade da resposta de cada empresa, levam intrinsecamente ao surgimento
de oscilagdes caoticas na oferta e da demanda do mercado. O comportamento cadtico sera
caracterizado de forma rigorosa e serdo discutidas as causas dessas flutuagdes, associadas ao
comportamento competitivo do grupo de empresas.

2. Dinamica de Sistemas.

E inegavel a importincia do pensamento sistémico hoje em dia no processo de planejamento
(GEORGANTZAS; ACAR, 1995). Ao analisar uma cadeia produtiva sob a dtica da teoria dos
sistemas, vé-se que ela ¢ composta de inimeros elementos, que por si s6 podem ser
considerados subsistemas. Esses elementos sdo integrados entre si e se relacionam
funcionalmente objetivando a realizacdo de um ou mais propdsitos. As empresas de um lado
recebem inputs do ambiente (materiais, informacdes, etc.) e os transformam em outputs
(produtos, residuos, etc.) que sdo entdo novamente devolvidos ao ambiente. A abordagem
sistétmica do processo de planejamento da administragdo tem como ponto de partida a
construcao dos modelos mentais que descrevem esses sistemas (SENGE, 1994). Tais modelos
sdo representagdes das estruturas subjacentes aos sistemas organizacionais ou sociais que
estdo sendo analisados. Procura-se com eles examinar a inter-relacdo causal das forcas
estruturais em um contexto mais amplo que permita entendé-las como parte de um processo
comum (PIDD, 1996).

A Dinamica de Sistemas ¢ uma metodologia ligada ao pensamento sist€émico que busca
estudar as estruturas dos sistemas organizacionais e sociais por meio da representacdo das
relacdes causais entre os seus elementos ¢ por meio do estudo de sua evolugdo ao longo do
tempo. O principal objetivo ¢ explicar o comportamento de um determinado sistema partindo
das interagdes entre as diversas partes que o compde (FORRESTER, 1961; PIDD, 1984;
STERMAN, 2000). Utilizando ferramentas e ambientes computacionais de simulagdo,
permite aos pesquisadores testar diferentes politicas e solugdes para a operagdo de um
sistema, avaliando o impacto de suas decisdes e proporcionando um conjunto de instrumentos
para compreensdo e comunica¢do sobre os modelos construidos (PIDD, 1996). A Dinamica
de Sistemas assume que a analise de uma situag@o pode ser empreendida de um ponto de vista
externo ao sistema, € que a estrutura ¢ os processos dinamicos podem ser recriados em
diagramas com simbologia especifica e modelos matematicos apropriados.

Em Dindmica de Sistemas a idéia fundamental ¢ que o comportamento dinamico de um
sistema obedece a um principio chamado de “principio da acumulacdo”. Este principio
postula que a resposta dindmica de um sistema decorre da transicdo dos valores de seus
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recursos acumulados em estoques, € que essas transicoes sdo controladas por fluxos de
entrada e saida nos estoques. Ou seja, o comportamento dindmico surge quando algo flui por
algum meio. Este principio leva a uma forma particular de representacdo causal conhecida por
Diagramas de Estoque e Fluxo (STERMAN, 2000).

Nestes diagramas os estoques, ou niveis, sdo representados graficamente por retangulos. Eles
representam caixas onde se acumula algum recurso do sistema. Os estoques sdo varidveis cujo
valor, ou estado, depende dos fluxos. Os fluxos sdo representados por setas de trago duplo que
sdo cortadas por um triangulo. Os fluxos representam o transporte dos recursos dentro do
sistema. Os fluxos sdo vazdes e por isto sdo representados por um icone parecido com um
cano com uma torneira. A Figura 1 mostra a representa¢do basica de um estoque controlado
por um fluxo em Dindmica de Sistemas (a nuvem em uma das pontas da seta representa uma
fonte infinita alimentando o fluxo).

.y > B
A

Figura 1: Estoque (B) controlado por um Fluxo (4).

Na Figura 1 o valor do estoque B ¢ controlado pelo fluxo 4. Este controle pode ser expresso
por meio de uma equacdo diferencial que descreve as transi¢des dos valores do estoque B
entre os instantes ¢ e 1+dt. Estas transi¢des sdo descritas pela Equagao 1:

B(t+df)= B(t)+ A(t)-dt = A(t)= ‘2—? 1

No processo de modelagem com Diagramas de Estoque e Fluxo, tanto varidveis fisicas como
de informagdo podem fluir pelos fluxos se acumulando em estoques, e este acimulo ¢
decorrente da diferenca entre os fluxos de entrada e os fluxos de saida. Logo, os recursos ao
longo do tempo ndo podem mudar instantaneamente de valor.

Os valores futuros dos estoques sdo o foco das decisdes dos gestores. Os fluxos representam
as politicas do sistema. Os fluxos podem ser descritos na forma de equagdes algébricas que
podem envolver varidveis auxiliares e, ou, o valor atual dos estoques (MORECROFT; ASAY;
STERMAN, 1994). E importante notar que os fluxos atuais de um sistema sio modificados
por acdes presentes que decorrem de decisdes presentes, enquanto que os estoques atuais
dependem do acumulo de todas as decisdes passadas (FORRESTER, 1969).

Uma das principais vantagens do uso da metodologia de Dinamica de Sistemas provém de sua
capacidade de melhorar o desempenho no processo de modelagem, principalmente quando
buscamos estudar fluxos de material, informacao e dinheiro dentro de estruturas econdmicas
(FERNANDES, 2001).

3. O Modelo Desenvolvido.

A Figura 2 apresenta o modelo simplificado de cadeia produtiva desenvolvido neste trabalho.
Neste modelo a demanda d ¢ uma fun¢do do preco p. A funcdo entre demanda e prego
(chamada fun¢dao de demanda) permite determinar a quantidade de consumidores que estdo
dispostos a comprar o produto por um determinado preco. Neste trabalho optou-se por utilizar
uma funcdo de demanda sigmoidal, que é dada pela Equagao 2.
a?/
d(t) (pa7 o 2
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Figura 2: Modelo simplificado de cadeia produtiva desenvolvido neste trabalho.

Na Equagdo 2 o parametro ¢ ¢ um parametro de escala. Ele determina o valor maximo que a
demanda pode atingir quando p(¢) > 0. O parametro a representa o prego de corte da
demanda. J& o pardmetro y indica a intensidade de queda da demanda quanto p(?) aproxima-se
do preco de corte. A Equagdo 2 ¢ uma das formas basicas de uma fungdo sigmoidal
conhecida como funcdo de Hill (HEIDEL; MALONEY, 1999). A Figura 3 mostra dois
exemplos de curvas da Equagao 2.

d(t)

p@)

Figura 3: Exemplos de curvas da Equagio 2.

O prego p ¢ definido no modelo como sendo fungdo do estoque E. O estoque E representa o
estoque total agregado de bens acabados, de todos os produtores, no mercado. Supde-se, por
simplicidade, que os produtos ndo possuem diferenciacdo, de tal forma que os niveis de
estoque individuais das empresas podem ser agregados em um unico estoque de mercado.
Este estoque ¢ responsavel pela oferta direta de produtos no mercado, afetando os precos. A
fungdo de prego € aquela que permite determinar o preco que os consumidores estao dispostos
a pagar por uma determinada quantidade ofertada. Para manter a consisténcia com a fung¢ao de
demanda utilizada, define-se a funcdo de prego também como uma fung¢ao sigmoidal.
ﬂi
p() ¢ﬂl+E(t)” 3
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Na Equagao 3 o parametro [ ¢ um parametro de escala. Ele determina o valor maximo que o
prego pode atingir quando E(¢) — 0. O parametro S representa o estoque (oferta) de corte. Ja

o parametro 4 indica a intensidade de queda no preco quanto E(?) aproxima-se do valor de
corte. Deve-se perceber que no modelo o estoque E também ¢ afetado diretamente pelo fluxo
da demanda, ou seja, a demanda “escoa” os produtos para o mercado. Essa relagcdo acaba por
formar um ciclo de realimentagdo negativa (B1) que representa o ciclo do equilibrio
econdmico classico oferta-prego-demanda.

Na Figura 2, h,h,,---,h, representam os fluxos de produg¢do de N empresas que atuam no

mercado. Estas empresas produzem produtos pouco diferenciados que irdo abastecer o
estoque agregado E. Supde-se que os fluxos produtivos das empresas sdo definidos pelas
expectativas de ganhos dessas empresas, € que essas expectativas sdo proporcionais ao pre¢o
de mercado de seus produtos, ou seja, precos altos de mercado (acima de um determinado
patamar de corte) tenderdo a disparar a producdo das empresas, enquanto precos baixos
tenderdo a limitar essa produ¢do. Considera-se que as empresas t€m capacidades distintas de
reacdo, ou seja, os precos que motivam a reagdo de producdo diferem de empresa para
empresa, alterando o momento da decisdo de produzir (BEAN, 1929; FRASER, 1988).

Além disso, nem todas as empresas podem ter a mesma velocidade de reacdo, algumas podem
demorar mais para adequar sua produ¢do as variagdes de preco, outras podem reagir mais
rapidamente. Em geral, tempos de retardo sdo naturalmente identificados entre o inicio do
processo de produgdo e a entrega final dos produtos no mercado. Mas também podem estar
presentes entre a deteccdo de alguma condi¢do externa de mercado e o efetivo ajuste do
processo produtivo interno das empresas. Para capturar essa eventual caracteristica no
modelo, considerou-se que as fun¢des de producdo /; das empresas sdo fungdes do preco
praticado em certo instante de tempo no passado (Equacgao 4).

ey =k —PU=T)" 4
A T

Na Equacdo 4 o indice 7 indexa as empresas. O tempo de retardo que cada empresa leva para
reagir as variacoes de pregco ¢ representado por 7;, sendo que o preco de reacdo de cada
empresa ¢ dado 6;.Os parametros k; s3o parametros de escala que representam o valor maximo
de producdo que cada empresa pode atingir. Por fim, n; representa a intensidade de resposta
de cada empresa quando o prego mercado se aproxima do prego de corte.

O fato dos fluxos produtivos das empresas alimentarem o estoque E acaba por formar um
conjunto ciclos de realimentacdo negativa (B2). Estes ciclos representam os ciclos de
regulacao da capacidade produtiva de cada empresa. Note que o modelo como um todo
apresenta apenas ciclos de realimenta¢do negativa, o que indica a presenga de caracteristicas
de auto-regulacio (BENABOU; TIROLE, 2004). Todavia, tal fato nao implica que solucdes
complexas ndo possam surgir no sistema. De fato, veremos mais adiante que pontos fixos e
solucdes periddicas podem dar lugar a solugdes caodticas no sistema dependendo dos
parametros adotados.

O estoque de produtos acabados E ¢ Unica varidvel que se acumula no sistema, € em razao
disto sera escolhida como a variavel de interesse neste estudo. O valor estoque E pode ser
expresso por meio da seguinte equagao diferencial (obtida a partir do modelo da Figura 2):

d N
EE(z) = —d(t)+;hi(t). 5
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A construgdo de um programa computacional que resolva a Equagdo 5 no tempo nem sempre
¢ facil. Felizmente as ferramentas de simula¢do de Dindmica de Sistemas ja sdo desenhadas
para programar e simular, de maneira natural, estruturas como as da Figura 2. Pode-se, com o
uso dessas ferramentas, integrarem-se numericamente as equagdes para a obtencdo da
evolucdo do sistema. Cabe ao modelador especificar as fungdes que definem cada variavel e
entdo deixar que o sistema se encarregue da solucdo numérica (EBERLEIN, 2003). Neste
trabalho as solugdes da Equacdo 5 serdo integradas com o auxilio do software Vensim PLE da
Ventana Systems (www.vensim.com).

4. Solucoes do Modelo

Considere o conjunto de parametros listado na Tabela 1.

N=3

0=¢=0.75

y=A4=3

a=[£=0.6
k=k,=k=1/3
n=n,=n,=h
6,=04,0,=0.5;6,=0.6
7,=0.6;7,=19;7,=0.8

Tabela 1: Conjunto de pardmetros da Equagdo 5 que leva a solugdes caodticas.

Os dados da Tabela 1 representam uma cadeia com trés empresas (N=3) onde os tempos de
retardo (7;) para ajuste na producdo e os valores dos precos de corte (6;) diferem entre si.
Considera-se que as trés empresas tém limites idénticos de capacidade produtiva
(ki=k,=k3=1/3) e que também reagem com a mesma intensidade ao detectar a proximidade do
preco de corte (nj=n,=ns=n). Este conjunto de parametros foi escolhido porque restringe as
solugdes ao intervalo 0 < E(¢) <1e porque apresenta, para alguns valores 7, solugdes caodticas.

Outros tipos de solugdo, tais como pontos fixos estaveis, surgiram para valores diferentes de
parametros, mas ndo serao tratadas neste trabalho.

As séries temporais da Equacdo 5, simulada com o conjunto de pardmetros da Tabela 1, e com
valores de n correspondentes a n=45, n=53, n=56 e n=60 podem ser vistas na Figura 4. As
séries temporais dos graficos 4-a, 4-b e 4-c sdo periddicas com periodos de proporcdes 1:2:4
respectivamente. A série temporal do grafico 4-d ¢ aperiddica. Para melhor visualizar a
diferenga nos periodos das séries podem-se construir os espectros de poténcia. Os espectros
de poténcia sdo graficos que representam o quadrado da amplitude da transformada de Fourier
do sinal. Sdo utilizados tipicamente para identificagdo de frequéncias.

A Figura 5 apresenta os espectros de poténcia das séries temporais da Figura 4. Na Figura 5-a
vé-se um espectro de poténcia com um pico correspondente a uma frequéncia principal
acompanhada por harmonicos de frequéncias mais altas. Note que o pico correspondente a
frequéncia principal do sistema ainda aparece nos demais espectros de poténcia dessa figura.
Observe também que quando se aumenta o valor de n, passando de n=45 (Figura 5-a) para
n=53 (Figura 5-b), um novo pico correspondente a metade da frequéncia principal ¢ somado
ao espectro, e surge um novo conjunto de harmodnicos cujas frequéncias sao metade das
frequéncias dos harmodnicos anteriores. O mesmo processo ocorre quando passamos de n=53
(Figura 5-b) para n=56 (Figura 5-c). Esse processo ¢ chamado de duplica¢do de periodos e,
em geral, ocorre com o aumento do parametro de controle (no nosso caso n) até que ¢
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alcancado um regime como o da Figura 5-d, onde um numero infinito de frequéncias baixas e
seus harmodnicos acabam por criar um espectro de banda larga (aperiodico).

a) 0.65 L L L b) 065 L L L
0.60+ 0.60+
0.55+ 0.55+
8 0.50+ 8 0.50+
s sl
0.40 0.40
0.35 T T T 0.35 T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
t t
c) 065 : : : d) 065 : : :
0.604 0.60+
0.55+ 0.55+
S 0.50- 8 0.50+
a 0.454 = 0.45
0.40 0.404
0.35 T T T 0.35 T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
t t

Figura 4: Séries temporais obtidas a partir da Equagdo 5 para o conjunto de
parametros indicados na Tabela 1. Graficos: a) n=45, b) n=53, ¢) n=56 e d) n=60.
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Figura 5: Espectros de poténcia correspondentes as séries temporais da Figura 4.

Sabe-se que séries temporais cadticas apresentarem espectro de poténcia de banda larga
(THOMPSON; STEWART, 2002). Todavia, um espectro desse tipo, como o que € visto na
Figura 5-d, ainda ndo ¢ suficiente para caracterizar um regime como sendo cadtico. Sinais
estocasticos como o ruido branco, e mesmo sinais onde o nimero de componentes
harmdnicos ¢ muito grande, podem gerar esse tipo de comportamento. Para caracterizagao de
uma solug¢dao como caotica, métodos complementares devem ser empregados.
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5. Caracterizacao de Soluc¢oes Cadticas.

Para descrever o estado de um sistema em dado instante no tempo ¢ necessario definir-se um
espaco matematico abstrato constituido pelas variaveis dinamicas desse sistema. Este espaco ¢
conhecido como espago de fases (ou ainda espago de estados) (THOMPSON; STEWART,

2002). Ao evoluir neste espago, o sistema traga uma trajetéria que € conhecida como
trajetoria de fase sistema.

Em alguns sistemas a evolucdo das trajetérias de fase tende a ficar limitada a uma regido
restrita do espago. Por mais que tentemos afastar o sistema dessa regido ele ¢ atraido de volta
a ela. Quando isso ocorre, a trajetoria ¢ chamada de atrator do sistema (ECKMANN, 1981).
Os exemplos mais simples de atratores sdo pontos fixos, que correspondem a solucdes
constantes no tempo, ou ciclos limite, que sdo trajetérias oscilantes periddicas. Todavia,
existem outros tipos de atratores, que sao chamados de atratores estranhos.

Um atrator ¢ denominado estranho quando a sua trajetoria de fase depende sensivelmente das
condi¢des iniciais (RUELLE; TAKENS, 1971). Em um atrator estranho, pontos inicialmente
proximos se separardo exponencialmente depois de um intervalo suficientemente longo.
Todavia, o atrator se mantém sempre em uma regido limitada do espago de fases. A tUnica
maneira pela qual trajetorias podem divergir exponencialmente e ainda assim se manter
limitadas a uma regido do espaco, ¢ se essas trajetdrias se contrairem em algumas direcdes e
se expandirem em outras, permanecendo assim em uma regido finita. Esse processo de
formacdo dos atratores estranhos ¢ conhecido por processo de dobra e estiramento (ou
foliagdao) (FERRARA; DO PRADO, 1994).

Sistemas dindmicos que apresentam atratores estranhos possuem algumas caracteristicas
comuns fundamentais: (a) imprevisibilidade, ou seja, o conhecimento do estado do sistema
durante um tempo arbitrariamente longo ndo permite predizer, de maneira imediata, a
evolucdo posterior. A imprevisibilidade esta associada a dependéncia das condi¢des iniciais.
(b) espectro continuo de freqiiéncias, caracterizando um comportamento aperiddico. E (c)
invariancia de escala, significando uma estrutura hierarquica, com dimens3o ndo inteira,
com caracteristicas de auto-similaridade nas estruturas do espago de fase.

Essas caracteristicas definem o chamado comportamento cadtico de um sistema. Em razao
disso os atratores estranhos sdo também chamados de atratores caéticos. E importante
ressaltar que o comportamento caodtico de um sistema, representado principalmente pela
dependéncia das condicdes iniciais, ¢ resultado das caracteristicas dindmicas intrinsecas do
sistema, ndo sendo produzido por perturbacdes de natureza estocdstica. Por isso, esse
comportamento ¢ caracterizado como cadtico deterministico.

Para caracterizar e analisar as propriedades dindmicas de um atrator cadtico € necessario
reproduzi-lo em um espago de fases de dimensdo adequada. E possivel reproduzir certas
propriedades topoldgicas do atrator original de um sistema utilizando um método simples,
conhecido como reconstru¢do de Takens (TAKENS, 1981). Nesse método, vetores m-
dimensionais sdo reconstruidos a partir de uma série temporal discreta { x; } por meio do vetor

¢ ={x(tj),x(tj+s),...,x(tj+(m—l)s)}, 6
onde m ¢ chamada de dimensdo de imersdo e s € de passo de reconstrugdo.

Os graficos da Figura 6 mostram os atratores reconstruidos por meio do método de Takens
para as séries temporais da Figura 4 (com m=2 e s=0.6). Os atratores das Figuras 6-a, 6-b e 6-
¢ sdo periddicos. Nao importa o nimero de pontos da série temporal utilizados para a
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reconstru¢ao, o comprimento da trajetoria de fase limita-se sempre a trajetoria das Orbitas
representadas na figura. J4 na Figura 6-d, vemos uma série temporal aperiodica, e nesse caso,
se aumentarmos o numero de pontos utilizados para a reconstrugdo, o atrator preenchera mais
densamente o espago de fases. Além disso, observa-se ao simular a evolugdo do sistema a
partir de véarias condi¢des iniciais, que ha uma mudanga na forma como as trajetorias do
atrator da Figura 6-d sdo preenchidas, ou seja, a trajetdria depende da condi¢do inicial
utilizada.

a) 0.65 ! ! ! ! ! b) 0.65 . . . . .
0.60- 0.60-
0.55- 0.55
S 0.501 2 0.501
S§] 8§]
0.45- 0.45
0.40- 0.40-
0.35 . . . . . 0.35 . . . . .
035 040 045 0.50 055 0.60 0.65 035 040 045 0.50 055 0.60 0.65
Et-0.6) E(t-0.6)
) 065 d) s
0.60- 0.60-
0.55 0.55-
S 050 S 0504
a N4
0451 451
0.401 0.40-
0.35 , , : , : : 0'35‘, -
0.35 040 045 0.50 0.55 0.60 0.65 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65
Et-0.6) E(t-0.6)

Figura 6: Atratores reconstruidos utilizando o método de Takens com m=2 e s=0.6 para
as séries temporais da Figura 4.

E dificil ter uma boa idéia acerca da dindmica de um sistema observando apenas a estrutura
dos atratores no espago de fases, principalmente no caso atratores caoticos. Isso se deve ao
emaranhado desenhado por esses atratores no espago. Esse emaranhado ¢ decorrente do
processo de alongamentos e dobras pelo qual esses atratores evoluem (GRASSBERGER;
PROCACCIA, 1983b). Para ter uma melhor idéia do que acontece em relagdo a dinamica de
alguns sistemas, pode-se fazer uso de um mapa unidimensional.

Um mapa unidimensional F' ¢ uma func¢do que fornece o proximo estado, F(x;), de um sistema
dado o seu estado atual, x;, ou seja: x;+,/=F(x;) (THOMPSON; STEWART, 2002). Existe um
método que permite reduzir as trajetorias de fase de um sistema a um mapa unidimensional
discreto. Uma superficie ¢ colocada no caminho das trajetérias de fase e é atravessada por
elas. Cada um dos cruzamentos da trajetoria com a superficie € registrado e entdo ¢ construido

um grafico dos cruzamentos sucessivos. Esse grafico ¢ chamado de mapa de retorno
(THOMPSON; STEWART, 2002).

No caso dos atratores da Figura 6, os mapas de retorno foram obtidos considerando-se os
sucessivos cruzamentos da trajetoria de fase com a linha E(?)=0.45 quando dE/dt < 0. Define-
se entdo x; como sendo o valor de E(¢) correspondente ao i-ésimo cruzamento dessa se¢do. O
grafico formado pelos pontos no espaco (x;, x;+;) € o mapa de retorno. O resultado pode ser
visto na Figura 7. Em cada uma dos graficos foram computados 200 cruzamentos com a linha
E()=0.45, porém, apenas na Figura 7-d todos os cruzamentos corresponderam a pontos
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distintos no espaco (x;, x;+;). Observe que a distribui¢do final dos pontos nesse plano forma
uma curva que pode ser aproximada por uma fungdo com um tinico maximo. E sabido que
esse tipo de mapa unidimensional discreto ¢ tipico de alguns sistemas que apresentam caos
(FEIGENBAUM, 1978; ECKMANN, 1981).

0.63 : : : : 0.63 —— : : : :
a) b)
0.62 ] 0.621 ]
0.611 ] 0611 . ]
T 0.60 1 1 0601 4
= =
0.591 . ] 0.59 ]
058 ] 0.581 : 1
058 059 060 061 062 063 058 059 060 061 062 063
xl xi
0.63— : : : : 0.63 — : : : :
c) d) \
0.621 ] 0624 ]
0.611 ] 0614 ™ 1
%
T 0.601 ) 1 I 0.601 N 1
= = W
0.591 ] 0.59 R ]
. N . e
0.58- . 1 0.58- ) 1
058 059 060 061 062 063 058 059 060 061 062 063
X. X

i i

Figura 7: Mapas de retorno obtidos a partir dos atratores da Figura 6. Considera-se para cada atrator os
sucessivos cruzamentos da trajetoria de fase com a linha E(f) = 0.45 com dE/dt < 0. Foram computados 200
cruzamentos em cada figura.

Quando a dimensao de reconstrucao dos atratores ¢ apropriada, o numero de pontos no mapa
de retorno representara o periodo da orbita original do atrator reconstruido, ou seja, uma
orbita de periodo 1 corresponderd a um unico ponto, uma 6rbita de periodo 2 a dois pontos e
assim sucessivamente. Se a Orbita gerada for caotica, o niimero de pontos no mapa sera
grande, igual a0 niimero de iteragdes computadas. E isso que vemos na Figura 7.

O parametro n foi escolhido neste estudo como parametro de controle do sistema. Percebe-se
que mudancgas nesse pardmetro alteraram a estabilidade dos atratores, mudando seu
comportamento. O valor de um pardmetro para o qual muda o comportamento de um sistema
¢ chamado de ponto de bifurcacdo (GUCKENHEIMER; HOLMES, 1983).

Um tipo de bifurcardo bastante frequente e importante ¢ aquele onde, para certo valor do
parametro de controle, existe uma oscilagcdo de periodo 7. Ao se atingir um segundo valor
para o parametro de controle, a oscilagdo torna-se instavel e uma oscilagdo de periodo 27
aparece. Esse tipo de bifurcagdo é chamada de bifurcacdo de duplica¢do de periodo. Certos
sistemas podem apresentar uma série infinita de bifurcacdes de duplicagdo de periodo com um
ponto de acumulacdo a partir do qual surge o comportamento cadtico. Esse caminho para o
caos ¢ chamado de rota de duplicagdo de periodos (FEIGENBAUM, 1978).

Para reforgar a existéncia de uma rota de duplicagdo de periodos no modelo apresentado neste
trabalho, foi construido um diagrama de bifurca¢ées (com o parametro n) a partir dos mapas
de retorno. Para 200 valores de n €[40,60] foi feito um mapa de retorno, onde se registraram

300 cruzamentos. Os pontos registrados em cada mapa foram entdo colocados em um gréfico
como fungdo de n. O resultado estd na Figura 8. Nessa figura podemos perceber nitidamente a

10



En AN PAD XXXII Encontro da ANPAD Rio de Janeiro | R] - 6 a 10 de setembro de 2008
2008

presenca de uma rota de duplicacao de periodos para caos. Isso reforca a conjectura de que o
sistema representado pela Equagdo 5 realmente apresenta solucdes caoticas.

0.63

0.62+

0.61+

0.60

0.59-

0.58+

05— T 7T 1 T T
40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60

n

Figura 8: Diagrama de bifurcacdes da Equacdo 5 em relagdo ao parametro de controle n. Os pardmetros dos
mapas de retorno utilizados foram os mesmos utilizados para a construgdo da Figura 7.

Outra evidéncia de que o modelo da Figura 2 pode apresentar comportamento cadtico seria o
fato de algum dos atratores possuirem dimensao ndo inteira. Normalmente, quando falamos
de dimensdo, estamos nos referindo a dimensao euclidiana, onde os objetos geométricos t€m
sempre dimensao inteira: um ponto tem dimensdo zero, uma linha tem dimensdao um, uma
superficie tem dimensao dois, etc. Contudo, quando falamos de atratores estranhos, ¢ possivel
encontrar objetos geométricos complexos com dimensdes nao inteiras. Tais objetos
geométricos sdo genericamente chamados de fractais (MANDELBROT; WHEELER, 1983).
Vamos evidenciar o fato de que o atrator da Figura 6-d ¢ realmente caotico calculando sua
dimensdo fractal por meio da dimensdo de correlagdo. A dimensdo de correlagdo ¢
atualmente muito utilizada para o calculo da dimensao de atratores devido ao fato de poder ser
calculada facilmente com um algoritmo desenvolvido na década de 80 (GRASSBERGER;
PROCACCIA, 1983a). A dimensao de correlacao ¢ dada por

D, [ hmM, ;
onde:
C(m,) = lim Y [ &~ [ x| .
’ Now N2 Py i J

¢ conhecida como integral de correlagdo. Nas Equacdes 7 e 8 o pardmetro m ¢ a dimensao de
imersdo do atrator (escolhida durante a reconstru¢do de Takens). N ¢ o nimero de pontos do
atrator, x" é o vetor m-dimensional associado ao i-ésimo ponto do atrator reconstruido ¢ ®
¢ a fungdo de Heaviside. A fungdo C(m,r) representa a fragdo de todas as distancias, entre
pares distintos de pontos sobre a trajetoria de fase do atrator, que ndo excedem um certo valor
de raio € O valor de D, sera dado pela inclinacdo da reta definida pelo gréfico
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logC(m,&)xloge para € pequeno. Como na pratica desconhecemos qual ¢ a dimensdo de
imersdo adequada a reconstrucdo do atrator, procede-se da seguinte forma: o valor de D, ¢
calculado para toda uma gama de dimensdes de imersdo m. Quando a dimensdo m for
suficientemente alta, e o valor de € apropriado, D, deve convergir para um patamar bem
definido no grafico D, x € (FERRARA; DO PRADO, 1994). Na Figura 9 vemos o resultado
do célculo da dimensdo de correlacdo do atrator da Figura 6-d. O valor obtido foi D,=1.85, o
que mostra que o atrator possui baixa dimensao e que esta dimensao ¢ fractal (cadtica).

2.50

2.25 -

2,004

1.75 1

2 150

125

1.00 -—

L

0.01
&

Figura 9: Determinagdo da dimenséo de correlagdo (D) do atrator da Figura 6-d.

Por fim, um ultimo teste que pode ser feito para verificar se o atrator da Figura 6-d ¢

realmente cadtico ¢ testar se, além da auséncia de periodicidade e da dimensao fractal, existe

sensibilidade as condig¢des iniciais. Diz-se que o sistema apresenta esse tipo de sensibilidade

se, para qualquer par de condigdes iniciais separadas inicialmente por uma distancia A, a

evolugdo do sistema cria trajetorias que afastam esses pontos a uma taxa proporcional a e”
ou seja, A, =A™ . O expoente A é conhecido na literatura como expoente de Lyapunov. A
existéncia de um expoente de Lyapunov positivo indica que o sistema ¢é cadtico. Para

determinar o expoente de Lyapunov calcula-se, para diversos valores de dimensao de imersao
m, o logaritmo da expansdo média dos pontos vizinhos no atrator em fungdo do tempo. A

inclinago das curvas In(A,)x¢ deve convergir para o valor de A (KANTZ, 1994). A Figura 10

mostra as curvas In(A,)x¢ obtidas para o atrator da Figura 6-d. Note que a inclinagio das

curvas converge para o valor de A=0.0076. Isso indica que o atrator apresenta divergéncia
exponencial das trajetdrias, caracterizando a dependéncia sensivel as condi¢des iniciais e,
portanto, 0 comportamento caotico.

6. Conclusoes

O objetivo deste trabalho foi mostrar que mesmo sistemas econdmicos simples, baseados
unicamente em ciclos de realimentacdo positiva, podem apresentar comportamento cadtico e
imprevisivel como decorréncia das proprias politicas de gerenciamento do sistema. Em geral,
ao se estudar oscilagdes em varidveis econdmicas duas perguntas basicas devem ser feitas: As
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causas principais das flutuagdes estdo associadas a mecanismos endogenos ou exogenos ao
sistema? E podem tais oscilagdes ser caracterizadas por meio de modelos deterministicos?
Evidéncias de solugdes caoticas nesse tipo de modelo podem ser indicativas de que flutuagdes
irregulares na demanda e nos pregos podem ser devidas ndo apenas a flutuacdes estocasticas,
mas podem estar intimamente relacionadas com a prdopria estrutura deterministica de
gerenciamento da cadeia, ou seja, por suas regras, politicas e capacidades (LEE;
PADMANABHAN; WHANG, 2004). Em outras palavras, as flutuagdes podem ser devidas
principalmente a forma como as empresas reagem as variagdes geradas por elas mesmas no
mercado. (WILDING, 1998).

4.6-
4.8-

_ A=0.076 >0
-5.01

(=]

ST SSSSS§
(I

WH U O\ 000 —

In(3,)

Figura 10: Determinacdo do expoente de Lyapunov (A) do atrator da Figura 6-d.

A habilidade humana em tomar decisdes ¢ limitada. Mesmo que os tomadores de decisdo
tenham informagdo perfeita, ¢ mais provavel que o comportamento econdémico dos atores
obedeca a regras ou procedimento simples ao invés de buscar caminhos para atingir 6timos
globais (SIMON, 1979).

Esta simplicidade estd presente no modelo na Figura 2. O modelo estudado descreve uma
cadeia produtiva com poucas empresas, que competem com produtos pouco diferenciados e
atuam em um mercado com pregos regulados por um grande estoque agregado (oferta). Um
exemplo pode ser o setor de cimento no Brasil, o qual estd sendo modelado atualmente pelo
autor com o uso dos modelos apresentados neste trabalho. Vemos também na Equagdo 5 que
ha apenas dois mecanismos competindo no sistema. O primeiro € o crescimento estimulado da
produgdo, que é uma resposta retardada ao preco de mercado. Esse mecanismo ¢é descrito pelo
segundo termo a direita da equagdo. O segundo mecanismo ¢ o escoamento do estoque gerado
pela demanda de mercado. A despeito da simplicidade das relagdes, o balanceamento desses
dois mecanismos € que gera as oscilagdes irregulares no estoque E.

No modelo estudado o inicio da produgdo ¢ desencadeado pelo surgimento de precos
relativamente elevados, que sinalizam uma alta demanda e uma baixa oferta. Esta situacao
oferece a promessa de retornos atrativos incentivando para que haja a producido. De forma
analoga, quando hd uma queda na demanda e um aumento na oferta, os precos caem € a
produgdo no mercado tipicamente se reduz. Assume-se na pratica que as flutuacdes de alta ou
baixa demanda podem ser causadas, por exemplo, por ruidos externos no consumo ou no
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fornecimento do produto. Isso pode ser verdade, todavia, o tempo de retardo natural entre a
detec¢do de uma oportunidade e o inicio da producdo leva a uma amplificacdo da reagdo das
empresas. Se os precos de certo produto sdo baixos, entdo sua oferta produtiva cresce
lentamente, devido a custos iniciais e custos fixos de producdo; se os pregos forem altos,
entdo a oferta também crescera lentamente, devido a limitagdes de oferta e capacidade de
producdo. Nas faixas intermedidrias de precos o mercado acaba por oscilar freneticamente
buscando ajustes que levam a um aumento da irregularidade, que em casos especificos, acaba
por se tornar caotico.

O comportamento caético tem sido extensivamente estudado nos campos da fisica e das
ciéncias naturais; entretanto, a existéncia de caos em dados econdmicos € em modelos de
cadeias produtivas ¢ ainda uma questdo aberta. Varias contribuigdes t€ém sido feitas na
literatura relativas a este tema (BARNETT; CHEN, 1988; MACKEY, 1989; BROCK;
DECHERT, 1990; LEBARON, 1994; RAMSEY; ROTHMAN, 1994), inclusive com o
lancamento, em 1996, de um jornal diretamente voltado para esses assuntos (Studies in
Nonlinear Dynamics & Econometrics). Este trabalho busca dar uma contribuicdo para esta
area e incentivar outros pesquisadores a se interessarem por essas aplicagdes.
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